第 二 章 等 距 变 换 和 仿 射 变换 
仿 射 变换 是 空间 中 的 保 线 变换 ， 它 含有 空间 等 距 变换 作为 特例 , 从 
代数 上 看 ， 仿 射 变换 可 以 看 成 一 个 线性 变换 和 一 个 平移 变换 的 复合 . 
从 仿 射 变换 的 保 线性 诱导 向 量 空 间 的 一 个 线性 变换 ， 进 而 推导 出 仿 身 
变换 的 代数 表示 ， 是 几何 代数 化 又 一 个 完美 的 例子 ， 其 中 的 桥梁 正 是 
向 量 代数 ， 而 各 具 特性 的 变换 群 ， 形 成 了 几何 的 丰富 内 涵 . 


81 等 距 变 换 


1.1 平面 等 距 变换 

设 为 一 张 平面 . 我们 称 到 自身 的 一 一 对 应 为 平面 的 一 个 变 
换 . 换言之 ， 平 面 的 一 个 变换 是 满足 以 下 条 件 的 映射 少 : 开 一 忆 : 任 给 
已 Ez2, 存在 唯一 点 己 < 了 ,使 得 %P) = 已. 我 们 称 已 点 为 卫 在 变换 
4 下 的 象 , 称 忆 为 书 关 于 变换 的 原 象 . 

定义 1.1 如 果 平 面 上 的 一 个 变换 保持 任意 两 点 的 距离 不 变 ， 我 们 
就 称 这 个 变换 为 平面 的 等 距 变 换 . 

我 们 用 d(P,@) 来 表示 P,Q 两 点 之 间 的 距离 , 则 & : 民 一 习 为 一 个 
等 距 变 换 ， 当 且 仅 当 对 民 上 任意 两 点 P, Q, 总 有 


qdOP OO)) =d 人 PPGO)， 


平面 上 最 平凡 的 等 距 变 换 是 恒 同 变换 ;ad : 2 一 2, 它 将 平面 上 每 个 
点 映 成 它 自己 . 换言之 ， 它 保持 平面 上 的 每 个 点 不 动 . 
平面 上 的 每 条 直线 ! 将 平面 分 制 成 两 个 不 相交 的 半 平 面 2 和 2. 
这 时 ， 开 = 2+ ULUZ . 每 条 直线 ! 唯一 确定 平面 上 的 一 个 反射 变换 
( 直线 反射 ) 1 : 卫 一 2 它 保持 直线 ! 上 的 每 一 点 不 动 ， 并 将 2+ 中 
的 点 尸 映 成 它 在 2 中 的 对 称 点 已 . 这 里 ， 我 们 用 ! 同时 表示 直线 和 
关于 此 直线 的 反射 变换 . 


反射 变换 是 平面 上 最 为 简单 的 一 类 等 距 变 换 . 反射 变换 的 另 一 个 重 
要 性 质 是 : 它 将 每 个 逆 时 针 定 向 的 圆周 工 映 成 一 个 顺 时 针 定 向 的 圆周 
T', 即 当 动 点 X 沿 圆周 工作 道 时 针 运 动 时 ， 它 的 对 称 点 X' 沿 工 作 顺 
时 针 运 动 ， 于 是 ， 反 射 变换 是 平面 上 的 一 个 反 定 向 的 变换 . 

定义 1.2 设 少 和 消 是 平面 并 上 的 两 个 变换 . 设 己 为 荆 上 一 点 ， 
依 将 书 贞 成 已 ,而 多 又 将 已 映 成 P. 我 们 称 由 对 应 书 一 忆 所 给 出 
的 平面 变换 为 y 和 的 复合 变换 , 记 为 妙 o 乡 


设 0 和 12 为 平面 上 两 条 直线 ， 它 们 定义 了 平面 上 的 两 个 直线 反射 
12 : 忆 一 开 . 我 们 考察 它们 的 复合 变换 jz o11 : 忆 一 开 


如 果 1 和 12 是 平面 上 两 条 平行 的 直线 ， 我 们 称 复 合 变换 jz o0 是 
一 个 平移 变换 . 设 0 和 12 的 间距 为 必 则 由 图 1-2 可 见 ， jz ol 将 平 
面 上 的 每 一 点 沿 5 到 2 的 垂直 方向 平移 24 的 距离 ， 显然， 变换 为 
平移 变换 的 充 要 条 件 是 对 任何 书 来 说 PWLP) 与 已 无关， 为 常 向 量 . 


图 12 


如 果 ， 和 12 是 平面 上 两 条 相交 直线 ， 我 们 称 复 合 变换 ja 1 是 一 
个 旋转 变换 . 设 1 和 /2 交点 为 0, 上 且 1 绕 O 点 道 时 针 旋 转 到 /2 的 旋 
转角 度 为 0 ， 则 由 图 1-3 可 见 ， 12 1 将 平面 上 的 每 一 点 绕 O 点 从 1 
到 5 的 方向 旋转 20 角 . 


由 于 平移 变换 或 旋转 变换 是 两 个 反射 变换 的 复合 , 它 总 将 逆 时 针 定 
人 映 成 着 时 针 定 向 的 圆周 ， 所 以 平移 变换 或 旋转 变换 是 保定 向 


定义 1.3 设 Y 为 平面 了 上 的 一 个 变换 . 对 上 的 任意 点 已 , 存在 
唯一 点 已, 使 得 %P) = 已 . 我 们 称 由 对 应 妃 一 已 给 出 的 平面 变换 为 
的 道 变 换 , 记 为 1. 
根据 平面 变换 的 定义 ， 容 易 得 到 
命题 1.1 设 办 炙 和 为 平面 上 的 变换 . 则 有 
() (ooWo0g=po(pogi 
(2)b%oog =go0= 训 d 
(3) (goW 力 = To0 


命 题 1.2 如 果 少 和 少 为 平面 上 的 等 距 变 换 ， 则 它们 的 逆 变 换 
W [复合 开 换 4 4 也 是 等 距 变 换 . 


证 明 : 设 已, @ 为 平面 上 任意 两 点 ， 因 为 少 和 乡 均 为 等 距 变 换 ， 则 有 
qd (PP) 人 (GO)) = 人 OO (PCG)))=d 人 Pi 
dVOCDP) NO))) 三 QOP) GO)) 三 dd 忆 GO) 
我 们 可 以 通过 直线 反射 的 多 次 复合 来 得 到 更 多 的 等 距 变 换 . 显然 ， 
奇数 个 直线 反射 的 复合 变换 是 反 定 向 的 ， 偶 数 个 直线 反射 的 复合 变换 
是 保定 向 的 ， 
命题 1.3 等 距 变 换 少 : 民 一 习 将 直线 映 成 直线 . 

证 明 设 忆 @, 忆 为 平面 上 共 线 的 三 点 ， 且 Q 落 在 线段 P 届 上. 则 有 


d(PQO)+adQ@,BR) =adCP 局 ). 
因为 4 为 等 距 变换 ， 由 上 式 得 到 
克 OO) 十 GO 人 刘 ) 一 丰 信 天) 克 矶 )) 
由 平面 几何 中 的 三 角 不 等 式 推出 ，%(O) 必定 落 在 线段 %(P)%(R) 上 ， 


定义 1.4 设 4 :了 一 开 为 平面 上 的 一 个 变换 . 如 果 Ps 忆 满足 
儿 P) = 乙 ,我们 称 尸 为 变换 % 的 一 个 不 动 点 . 
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我 们 知道 ， 平 面 上 所 有 点 均 是 恒 同 变换 id : 忆 -2 的 不 动 点 ; 直 
线 反射 1 : 忆 - 的 不 动 点 为 直线 ! 上 的 所 有 点 ;旋转 变换 4 有 唯一 
的 不 动 点 ， 它 恰 是 4 的 旋转 中 心 ， 平 移 变换 则 没有 不 动 点 (除非 它 是 
恒 同 变换 ) 

命题 1.4 如 果 一 个 平面 等 距 变换 拥有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 ， 则 为 
恒 同 变换 
证 明 设 4 是 一 个 等 距 变换 ， 它 拥有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 已 Q 入 
记 7 为 直线 PQ. 由 命题 13 知 ， 乡 将 1 映 成 /于 是 对 任何 X < 我 
们 有 4(CX) < 并且 

d600,P) = WACP) = 六 ) 

da600,9) = abC0O,WO) = ax 9) 
故 有 4(X) = X. 这 说 明 ,直线 ! 上 的 所 有 点 必 为 % 的 不 动 点 ， 同 理 ， 
直线 PR 和 QR 上 的 所 有 点 均 为 % 的 不 动 点 ， 现 设 X 是 平面 上 的 任 
意 一 点 ， 过 点 X 作 一 直线 ! 分 别 交 直 线 P@ 和 直线 P 有 于 世 和 
因为 了 和 2 为 % 的 不 动 点 ， 所 以 直线 了 2 上 的 所 有 点 均 是 % 的 不 动 
点 ， 故 X 也 是 4 的 不 动 点 . 这 样 ， 所 有 平面 上 的 点 均 为 的 不 动 点 ， 
9 为 恒 同 映射 

命题 1.5 如 果 一 个 平面 等 距 变换 至 少 有 两 个 不 动 点 ， 则 它 或 是 恒 
同 变换 ， 或 是 一 个 直线 反射 
证 明 设 % 是 一 个 等 距 变换 ， 它 拥有 页 个 不 共 线 的 不 动 点 尸 和 @. 设 
! 为 直线 P@. 如 果 在 直线 ! 外 有 4 的 不 动 点 ， 则 由 命题 1.4 知 4 为 恒 
同 映射 ， 如 果 在 直线 ! 外 没有 4 的 不 动 点 ， 则 对 任何 ! 外 的 一 点 交 有 


QU 三 避 PP) 二 dOAD)OP)) 一 人 允 人 人) 三) 
qdUDGO dd GO 一 dOCD) GO)) =dOX) GO)， 


故 和 ,!(X) 和 9%X) 三 点 到 忆 ,Q 的 距离 相等 .因为 %(X) 夭 和 XI(X) 天 总 ， 

所 以 WX) =1X). 这 时 几 是 直线 反射 . 
命题 1.6 如 果 一 个 平面 等 距 变 换 只 有 一 个 不 动 点 ， 则 它 必 是 一 个 

旋转 变换 . 

证 明 设 O 为 等 距 变换 4 的 唯一 不 动 点 任 取 另 一 个 点 己 , 则 %P) 拓 书 . 

设 ! 为 角 ZPO%(P) 的 角 平 分 线 ， 因为 


qdOODP)) =dOO) OPD)) = dO,)， 


所 以 1o 9%(P) = 和 O 和 己 均 是 1oy 的 不 动 点 . 由 命题 1.5, 我 
们 知道 ， 或 者 (1) 1o4% = 这 成立， 或 者 (2) 存在 直线 六 使 得 1o 几 = 也 
成 立 . 由 (1) 推出 ， 几 =, 这 与 风 只 有 一 个 不 动 点 矛盾 . 于 是 (2) 必 
须 成 立 ， 故 少 =” 4. 由 于 只 有 一 个 不 动 点 ， 而 平移 变换 或 是 没有 
不 动 点 ， 或 为 恒 同 变换 ， 所 以 两 直线 1 和 7 必 只 交 于 一 点 ， 它 是 少 的 
不 动 点 ， 即 为 O 点 . 于 是 ， 4 为 旋转 变换 . 


定理 1.1 任何 一 个 平面 等 距 变 换 可 以 表 成 至 多 三 个 的 直线 反射 的 
复合 . 


证 明 设 少 是 一 个 等 距 变换 . 如 果 4 = id 则 = 71o7 命题 成 立 . 如 果 
4 不 是 恒 同 变换 ， 则 存在 尸 使 得 WP) 坟 书 . 令 为 线段 PY(P) 的 垂 
直 平 分 线 , 则 有 !oy%(P) = 书 . 于 是 1ob 至 少 有 一 个 不 动 点 . 如 果 1ob 
只 有 一 个 不 动 点 , 则 由 命 古 1.6 知 它 是 一 个 旋转 变换 , 故 1og = 1 o1i， 
故 和 =1olao1. 如 果 1oy% 至 少 有 两 个 不 动 点 ， 则 由 命题 1.5 推出 ,或 
者 1o=id, 即 少 =/; 或 者 1o 和 = 即 加 = 1o71/. 

由 于 奇数 个 直线 反射 的 复合 变换 一 定 是 反 定 向 的 ， 定 理 1.1 推出 

定理 1.2 平面 上 保定 向 等 距 变 换 一 定 是 平移 变换 或 旋转 变换 . 

我 们 注意 到 ， 如 果 我 们 将 两 平行 直线 1 和 /2 同时 进行 一 个 平移 ， 
得 到 与 它们 平行 的 直线 j3 和 1 (人 参见 图 1-4a ), 则 jzo0 和 14o1s 是 平 
面 上 的 同一 个 平移 变换 . 同样 ， 如 果 我 们 将 两 条 相交 于 O 点 的 直线 1 
和 /2 同时 进行 一 个 绕 O 点 的 旋转 , 得 到 直线 j: 和 14 (人 参见 图 1-4b )， 
则 je 和 1ols 是 平面 上 的 同一 个 绕 O 点 的 旋转 变换 . 


图 1-4a 图 1-4b 
定理 1.3 (三 反射 定理 ) 设 三 直线 0, !> 和 /3 两 两 平行 或 相交 于 同 
一 点 ， 则 存在 直线 1 使 得 /aol2oll= 三 /. 
证 明 将 直线 1 和 ?2 平移 或 旋转 ， 使 得 2 与 直线 13 重合 . 这 时 5 成 
为 直线 /. 由 于 /2 o0 =13o/ 故 aolaoll=/. 


定义 1.5 设 直线 ! 垂直 于 两 平行 线 上 1 和 12. 则 ze 是 沿 直线 / 
方向 的 一 个 平移 ， 且 等 距 变换 = ! (lz o1) 是 先 沿 直线 ! 作 一 个 平 
移 ， 然 后 再 对 直线 ! 作 反射 . 显然 有 !o (lz oli) = (lz ofi)o7. 我 们 称 
g=1o(2o1) 为 沿 直线 ; 的 一 个 滑动 反射 (参见 图 15 ). 


图 1-5 
定理 1.4 平面 上 的 所 有 等 距 变换 是 由 直线 反射 ， 平 移 ， 旋 转 和 灌 
某 个 直线 的 滑动 反射 构成 的 . 
证 明 设 平面 等 距 变换 不 是 直线 反射 ， 也 不 是 平移 或 旋转 .由 定理 
1.2 知 4 一 定 可 以 写成 岂 = /aoljoli ， 并 且 由 定理 1.3 知 ， 17, 2 和 
/3 不 能 两 两 平行 ， 也 不 能 相交 于 同一 点 . 不 妨 设 /2 与 /3 相交 于 一 点 
O ， 且 OO 不 落 在 1 上. 


图 1-6a 图 1-6b 
将 /2 和 3 同时 作 一 个 绕 O 的 旋转 ， 得 到 六 和 /7 ， 使 得 六 与 1 垂直 
(参见 图 1-6a )， 则 有 la oj =1o1. 设 太 与 交 于 O 点. 而 她 与 
/1 再 绕 O' 进行 一 个 旋转 ， 得 到 上 沁 和 几 ， 使 得 站 与 鸣 也 垂直 (参见 
图 1-6b )， 则 有 妨 oo = 汪 o11. 于 是 得 到 


0=laolaoll=1oltoll=1o02o11. 


这 时 ， 站 和 意 垂 直 于 / 故 是 沿 直线 ! 的 一 个 滑动 反射 . 
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1.2 空间 等 距 变换 
我 们 称 严 到 它 自身 的 一 一 对 应 为 空间 的 一 个 变换 . 如 果 空 间 中 的 
一 个 变换 4% : 开 一 下 保持 任意 两 点 的 距离 不 变 ， 我 们 就 称 4 为 等 距 


我 们 同样 用 d(P,Q) 表示 屯 ? 中 两 点 P, Q 之 间 的 距离 ， 用 江 表示 
人 换 . 容易 验证 ， 两 个 空间 等 距 变 换 的 复合 还 是 等 
变换 ， 等 距 变 换 的 道 变换 仍 是 等 距 变 :的 

的 和光 全 E 间 分 割 成 两 个 互 不 相交 的 半空 间 到 和 
.这 时 梧 三 到 WUZUE3. 平面 2 诱导 一 个 空间 等 距 变 换 并 : 了 3 一 
35， 称 为 平面 反射 ， 它 保持 平面 写 上 的 每 一 点 不 动 ， 并 将 婧 中 的 点 
尸 映 成 它 在 下 2 中 的 对 称 点 书 . 我 们 用 同一 个 记号 卫 来 表示 平面 和 关 
于 此 平面 的 平面 反射 . 

平面 反射 三: 芭 一 卫 ? 是 空间 中 最 简单 的 等 距 变换 ， 它 将 平面 映 成 
平面 ， 将 直线 映 成 直线 ， 将 向 量 (有 向 线段 ) 映 成 向 量 . 此 外 ， 
射 将 空 间 中 每 个 右手 系 的 标 架 映 成 左手 系 的 标 架 (参见 图 1-7), 故 它 
空间 中 一 个 反 定 向 的 等 距 变 换 . 


图 17 
设 21 和 是 两 张 千 行 的 平面 间距 为 d. 则 平面 反射 21 和 22 
的 复合 映射 2 。21 : 耿 3 一 隐 3 是 空间 中 的 一 个 平移 变换 ， 它 将 空间 中 
的 每 个 点 沿 21 至 2? 的 垂直 方向 平移 24d 的 距离 (参见 图 1-8). 


设 21 和 22 是 两 张 相交 的 平面 ， 交 线 为 /， 我 们 选 定 ! 的 一 个 方 
向 ， 用 右手 拇指 指向 这 个 选 定 的 方向 ， 沿 右手 其 它 四 指 自然 弯曲 的 方 
向 从 21 至 2 人 0. 容易 验证 ,平面 反射 2 
和 2s 的 复合 映射 2z 。21 : ”是 空间 中 绕 直 线 ! 的 一 个 旋转 ， 
旋转 方向 为 四 指 自然 弯 旧 的 方向 ， 旋转 的 角度 为 20( 参 见 图 2-10). 


图 1-9 


假如 我 们 先前 选 定 的 是 ! 的 另 一 个 方向 ， 则 所 确定 的 Di 与 2 的 
夹 角 为 180* 一 0, 这 时 ， Doo Di : E3 一 E3 是 空间 中 绕 直 线 ! 的 一 个 反 
方向 的 旋转 ,旋转 角度 为 360* - 20. 我 们 注意 到 ， 只 要 0 +b 是 360* 
的 整数 倍 ， 则 空间 中 的 任意 点 已 绕 直 线 ! 旋转 0 角 所 得 到 的 点 和 书 
点 绕 直 线 ! 反方 向 旋转 0 角 所 得 到 的 点 相同 ， 

由 于 平面 反射 是 反 定向 的 ， 所 以 奇数 个 平面 反射 的 复合 变 欣 是 反 定 
向 的 ;偶数 个 平面 反射 的 复合 变换 是 保定 向 的 ， 由 此 得 到 ， 空 间 中 的 
平移 变换 和 旋转 变换 均 是 保定 向 的 变换 ， 它 们 将 每 个 右手 系 的 标 架 映 
成 右手 系 的 标 架 . 

命题 1.7 空间 等 距 变换 将 直线 映 成 吉 线 ， 将 平面 映 成 平面 ， 并 且 
诱导 直线 到 直线 ， 平 面 到 平面 的 等 距 对 应 . 

证 明 设 :Ba 一 E3 为 等 距 变换 ， 参 照 命题 1.3 的 证 明 方法 ， 我 们 容 
易 验 证 ，4 将 直线 映 成 直线 , 设 忆 是 空间 中 的 一 张 平面 . 在 写 上 取 两 
条 相交 的 直线 1 和 D, 交点 为 0. 则 站 = 4(0) 和 发 = %2) 也 是 两 条 
相交 直线 ， 交 点 为 0' = WO). 令 马 为 站 和 为 张 成 的 平面 . 过 习 上 
的 任意 一 个 X 作 直线 1 分别 交 吊 , 忆 与 已 和 @. 则 %D) 是 一 条 直线 ， 
它 分 别 交 直 线 站 和 态 于 WP) 和 WQ). 故 %() 落 在 平面 上 ， 特别 
地 ， 4%(X) 落 在 平面 3 上 ， 由 此 得 到 ， 4 :了 史 . 由 于 ! 也 是 等 
距 变换 ， 它 将 站 和 故 分 别 映 成 站 和 忆 , 故 有 扩 1 : 2 一 号 这 样 ， 
4 :了 一 2 为 一 一 对 应 ， 并 保持 两 点 间 的 距离 不 变 ， 

命题 1.8 如 果 一 个 空间 等 距 变换 拥有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 ， 则 它 
或 是 恒 同 变换 ， 或 是 一 个 平面 反射 


证 明 设 "是 一 个 等 距 变 换 ， 它 拥有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 已 , Q, 尺 . 记 
2 为 这 三 个 不 动 点 所 确定 的 平面 ， 则 4 : 一 为 等 距 变 换 ， 由 命题 
1. 0 2 点 为 力 的 不 动 点 . 平面 马 将 空间 分 割 成 两 个 不 相 
交 晨 


如 果 存 在 平面 并 外 一 点 2, 使 得 0 和 O' = %O) 落 在 同一 个 半空 
间 中 ， 则 由 等 式 
dO,P) =de(O) WP)) = 以 OP); 
4dOQ) = doO)oQ)) = 民 O Qi 
d(O, 忆 = doO),o% BR)) = 民 O 有 癌 ， 


因为 O 和 O' 到 平面 3 上 不 共 线 三 点 已 @,R 的 距离 相等 ， 所 以 O = 
0 之 WO) 记 习 为 少 交 苦 不 不 括 怠 不 动 大 0, P 9 所 确定 的 平 
同样 ， 2 上 的 所 有 点 为 的 不 动 点 ， 由 于 和 YY 为 两 个 相交 的 平 
面 ， 过 空间 中 的 任意 点 X 可 以 作 直线 /) 它 与 怀 和 习 分 别 交 于 4 和 
4 由 于 4 和 4 均 为 4 的 不 动 点 ，X 和 和 X) 均 落 在 直线 上， 并 
且 它 们 到 4 和 隶 的 距离 相等 ， 由 此 推出 W(X) = X. 故 %= 记 

如 果 存在 平面 外 一 点 O, 使 得 O 和 O' = WO) 落 在 不 同 的 半空 
间 中 ,， 则 2oy 同样 保持 2 上 的 所 有 点 不 动 , 是 O 和 ed(O) 落 在 同 
于 个 半 室 间 中 ， 由 上 面 的 证 明 准 出 e% 一 包 这 时 ， 4 一 卫 为 平面 反 


命题 1.9 如 果 一 个 空间 等 距 变 换 至 少 拥有 两 个 不 动 点 ， 则 它 或 是 
一 个 平面 反射 或 是 一 个 旋转 变换 . 
证 明 设 y 为 空间 等 距 变 换 ， 如 果 光 拥 有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 ， 则 由 
命题 1.8 得 知 ， 史 是 恒 同 变换 ( 特殊 的 旋转 变换 ) 或 平面 反射 ， 以 下 
设 少 拥 有 两 个 不 动 点 已 和 @, 并 且 所 有 不 动 点 共 线 . 设 ! 为 直线 PQ. 
则 %D) =, 并且 7/ 上 的 所 有 点 均 为 % 的 不 动 点 . 除 此 之 外 ， 乡 不 再 有 
其 它 的 不 动 点 .我 们 在 ! 外 任 取 一 点 刀 则 对 ! 上 的 任意 点 X 恒 有 


QO(CE)X) 一 QOS) 一 QU ) 
丛书 点 引 直 线 ! 的 牌 线 ， 垂 足 为 0. 于 是 ， 对 1! 上 的 任意 点 X, 有 
d(O(R)O) =d(RO)< ad(RX)=a(0( 忆 ), 式 ). 
所 有 ， 直 线 (BR)O 也 垂直 于 直线 上 由 此 推出 ， 线 段 和 R) 尽 垂直 于 下 


线 /. 过 线段 加 忆 的 中 点 M 和 直线 ! 作 平面 2( 人 参见 图 1-10), 则 平 
面 反射 写 : 开 :一 也 保持 /上 的 点 不 动 ， 并 将 尺 映 成 和 已 ). 


和 


图 110 
Se 等 距 变换 2oe mw 以 直线 1 和 五 为 不 动 点 . 由 命题 1.8, 或 者 (1) 
g= id, 或 者 (2) 2od= 2 如 果 (1) 成 立 ， 则 约 = 这 时 4 的 不 
站 所 以 ， (2) 必须 成 立 ， 这 样 % = 定 o 2. 因 
为 平移 变换 没有 不 动 点 (除非 为 恒 同 映射 ), 故 习 和 2' 必 相 交 . 由 此 推 
出 ， 少 是 一 个 旋转 变换 . 
命题 1.10 如 果 一 个 空间 等 距 变 换 至 少 有 一 个 不 动 点 , 则 它 可 以 表 
成 至 多 三 个 平面 反射 的 复合 . 
证 明 设 O 是 等 距 变 换 y 的 不 动 点 . 如 果 少 是 恒 同 映射 , 则 必 = o 了 . 
如 果 少 不 是 恒 同 映射 ， 则 存在 已 使 得 %(P) 坟 已 . 由 于 
d(O,P) =d0O) ,OP)) = qdO, WP))， 


所 以 AOP%(P) 是 一 个 等 腰 三 角形 . 令 习 是 与 此 三 角形 垂直 ， 并 过 O 
点 及 线段 Po(P) 中 点 的 平面 . 则 有 0 ) 和 书 是 等 距 变 换 2ey 的 两 个 
不 动 点 . 由 命题 1.8 知 ， 忆 ob% 至 多 可 以 表 成 两 个 平面 反射 的 复合 故 
图 可 以 表 成 至 多 三 个 平面 反射 的 复合 . 

因为 奇数 个 平面 反射 的 复合 是 反 定向 的 等 距 变 换 , 所 以 从 命题 1.10 
我 们 得 到 

定理 1.5 空间 中 保定 向 的 等 距 变 换 如 果 有 不 动 点 ， 则 它 必 为 空间 
中 以 某 个 直线 为 轴 的 旋转 变换 ， 


定理 1.6 任何 空间 等 距 变换 可 以 表 成 不 超过 四 个 平面 反射 的 复 


ms 不 妨 设 少 不 是 恒 同 变换 则 存在 己 使 得 %P) 夭 书 . 设 忆 是 线 
段 WP)P 的 垂直 平分 面 ， 则 2% 拥有 不 动 点 已, 它 是 不 超过 三 个 平面 
反射 的 复合 故 w 可 表 成 不 超过 四 个 平面 反射 的 复合 . 


1.3 图 形 的 对 称 群 
设 G 是 由 平面 (空间 ) 到 它 自 身 的 部 分 变换 构成 的 集合 . 如 果 @G 满 
足以 下 性 质 : 


(1) ae G; 

(2) 对 任何 办 wsEG 恒 有 %ogeGi 

(3) 对 任何 eeG, 有 % 办 1 eGi 
我 们 就 称 G 是 平面 上 (空间 中 ) 的 一 个 变换 群 . 如 果 CG 中 的 任意 两 个 
变换 满足 %o=%o 兴 则 称 G 是 一 个 交换 群 . 

以 下 是 平面 上 一 些 变换 群 的 实例 ; 
( G = {id} 是 一 个 平凡 的 变换 群 ， 它 只 有 一 个 元 素 ; 
CO) G = {id, 上 是 平面 上 最 为 简单 的 ( 非 平凡 的 ) 变换 群 ， 它 只 有 两 个 
元 素 ， 一 个 是 恒 同 变换 ， 一 个 是 直线 反射 ; 
(3) 平面 上 的 所 有 变换 构成 一 个 变换 群 . 
上 所 有 的 等 距 变 换 构 成 一 个 变换 群 7so(2), 称 为 平面 等 距 


(5) 平面 上 所 有 保定 向 的 等 距 变 换 构成 一 个 变换 群 Tso” (2), 称 为 
平面 刚体 运动 群 ; 

(6) 平面 上 以 忆 为 旋转 中 心 的 所 有 旋转 变换 构成 一 个 变换 群 OP(2)， 
称 为 已 点 处 的 正 交 群 ; 

(7) 平面 上 以 己 为 旋转 中 心 的 所 有 旋转 变换 构成 一 个 交换 群 SOP(2)， 
称 为 已 点 处 的 旋转 群 ; 

(8) 平面 上 所 有 平移 变换 构成 一 个 交换 群 ， 称 为 平面 平移 变换 群 . 


请 读者 验证 (1) 至 (6). 以 下 我 们 只 对 (7) 和 (8) 进行 验证 . 


设 少 和 乡 是 平面 上 以 O 点 为 旋转 中 心 的 两 个 旋转 变换 ， 它 们 的 旋 
转角 分 别 是 0 和 20. 则 %e% 和 风 o 消 均 是 以 O 点 为 旋转 中 心 的 旋转 
变换 ， 它 们 的 旋转 角 同 为 0 十 b, 故 %ob=%o 幼 而 和 :也 是 以 O 点 
为 旋转 中 心 的 旋转 变换 ， 它 的 旋转 角 为 -0. 这 样 ,平面 上 以 O 为 旋转 
中 心 的 所 有 旋转 变换 构成 一 个 交换 群 . 


1 


设 儿 和 消 是 平面 上 的 两 个 平移 变换 ， 则 对 任何 书 来 说 
PU 记 -=a PWD -=b 
是 一 个 与 已 无 关 的 常 向 量 . 由 此 推出 
PVW(OP)) = POP) 二 WP)VODP)) = POP)TTPWP)=a+bi 


PVP)) = PVP)+WVP)OVCP)) = PVP) 二 已 WP) 一 b 十 ai 
Po (P)=%P)P 一 一 已 WP7) = 一 ai 


其 中 已 =%P) P = 人 P 产 = 和 轴 (PP). 于 是 %ob go 和 分 均 
并 且 罗 eg = go 故 平面 上 所 有 平移 变换 构成 一 个 交 


我 们 称 平面 2 上 的 子 集 为 平面 上 的 一 个 图 形 . 设 M 为 平面 上 的 一 
个 图 形 ， 我 们 定义 图 形 M 的 等 距 对 称 群 7so(M) 为 


Tsou) = 1bersoD) oo0) = MT 
请 读者 自行 验证 ， 图 形 的 等 距 对 称 群 是 平面 上 的 一 个 变换 群 . 我 们 记 
17so(A4)| 为 对 称 群 Tso(M ) 的 元 素 个 数 ， 


显然 ， 一 个 三 边 不 等 的 三 角形 M 的 等 距 对 称 群 没有 非 恒 同 元 素 . 
一 个 等 腰 而 不 等 边 的 三 角形 的 等 距 对 称 群 只 有 一 个 非 恒 同 元 素 1 它 是 
关于 顶 角 平分 线 的 直线 反射 
一 个 等 边 三 角形 As 可 以 绕 其 重心 道 时 针 旋 转 120” 和 240?", 而 将 
三 角形 变 成 它 自 己 ; 还 可 以 关于 三 角形 的 三 条 高 作 直 线 反 射 ， 将 三 角 
形 表 成 它 自 己 ， 故 等 边 三 角形 的 等 距 对 称 群 Tso(As) 拥有 5 个 非 恒 同 
元 素 . 
圆 是 无 穷 对 称 的 , 每 个 过 圆心 的 直线 所 对 应 的 直线 反射 均 将 圆 变 成 
它 自 己 ， 每 个 绕 圆 心 的 旋转 也 将 圆 变 成 它 上 自己. 
在 空间 中 我 们 有 以 下 一 些 变换 群 的 实例 : 
( G = {id,2} 是 空间 中 最 为 简单 的 ( 非 平凡 ) 变换 群 ， 它 只 有 两 个 
元 素 ， 一 个 是 恒 同 变换 ， 一 个 是 平面 反射 ; 
(2) 空间 中 以 直线 ! 为 旋转 轴 的 所 有 旋转 变换 构成 一 个 交换 群 ; 
(3) 空间 中 所 有 平移 变换 构成 一 个 交换 群 ， 称 为 空间 平移 群 ; 
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(4) 空间 中 所 有 的 等 距 变换 构成 一 个 变换 群 7so( ), 称 为 空间 等 距 变 
换 群 ; 


(5) 空间 中 所 有 保定 向 的 等 距 变 换 构 成 一 个 变换 群 7so” (本 ), 称 为 空 


间 刚 体 运 动 群 ; 
(6) 空间 中 以 忆 为 不 动 点 的 等 距 变 换 构成 一 个 变换 群 Op(3), 称 为 己 
点 处 的 正 交 群 ; 


(7) 空间 中 以 己 为 不 动 点 的 保定 向 等 距 变 换 构 成 一 个 变换 群 SOP(3)， 
称 为 已 点 处 的 旋转 群 , 
请 读者 自行 验证 以 上 断言 . 


我 们 称 空间 中 不 落 在 任何 平面 上 的 子 集 为 一 个 立体 图 形 . 设 M 为 
空间 中 的 一 个 立体 图 形 ， 我 们 定义 


G) 图 形 M 的 等 距 对 称 群 Tso() 为 


TsoUM) = {b e Tso(Es) | g(M) = MD 


他 图 形 M 的 以 乙 为 中 心 的 旋转 对 称 群 SOP(AMZ) 为 
5OpPQU) =1EsoOp3)102) = 上 


球面 是 无 穷 对 称 的 , 每 个 过 球 心 的 平面 所 对 应 的 平面 反射 均 将 球面 
和 自己 ;每 个 以 过 球 心 直线 为 旋转 轴 的 旋转 变换 也 将 球面 映 成 自 


我 们 常 在 生活 中 遇 到 以 下 高 度 对 称 的 多 面体 ,它们 是 正四 面体 、 正 
六 面体 、 正 八 面体 、 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 (参见 图 1-11 ). 


这 些 正 多 面体 有 如 下 的 性 质 : 
GO 它 的 每 个 面 是 有 相同 边 数 的 正 多 边 形 ; 
G) 它 的 每 个 顶点 出 发 的 楼 的 个 数 相同 ; 
(ii) 它 的 所 有 顶点 落 在 同一 个 球面 上 . 


正 多 面体 的 每 个 面 是 一 个 正 多 边 形 . 我 们 称 每 个 正 多 边 形 的 外 接 圆 
圆心 为 正 多 边 形 的 重心 . 正 多 面体 每 个 面 的 重心 连 线 又 构成 一 个 正 多 
面体 ， 称 为 它 的 对 偶 正 多 面体 ， 于是， 正四 面体 是 自 对 偶 的 ; 正六 面 
体 的 对 偶 是 正八 面体 ;而 正 十 二 面体 的 对 偶 是 正二 十 面体 . 


设 了 是 一 个 正 多 面体 ， 我们 来 确定 卫 的 关于 它 的 重心 的 旋转 对 称 
群 SO(P). SO 人 P) 中 非 恒 同 的 元 素 称 为 了 的 一 个 旋转 对 称 . 


正四 面体 可 以 以 每 个 顶点 与 其 对 面 重 心 的 连 线 为 轴 旋 转 120” 和 
240"” ， 而 将 正四 面体 变 成 自己 . 这样 的 旋转 对 称 有 8 个 .也 可 以 以 
每 对 对 边 的 中 点 连 线 为 轴 旋 转 180" ， 而 将 正四 面体 变 成 目 己 . 这 样 的 
旋转 对 称 有 3 个 . 所 以 ,正四 面体 共有 11 个 不 同 的 旋转 对 称 (参见 图 
1-12 ). 


正六 面体 可 以 以 每 对 对 面 的 重心 连 线 为 办， 旋转 90” 、 180” 和 
270” ， 而 保持 目 己 不 变 . 这 样 的 旋转 对 称 有 9 个 。 也 可 以 以 每 对 对 顶 
点 为 轴 旋 转 120” 和 240” ， 而 将 正六 面体 变 成 目 己 。 这 样 的 旋转 对 称 
有 8 个. 还 可 以 以 每 对 对 棱 的 中 点 连续 为 轴 ， 旋 转 180” ， 而 将 正六 面 
体 变 成 自己 . 这 样 的 旋转 对 称 有 6 个 . 所 以 , 正六 面体 共有 23 个 不 同 
的 旋转 对 称 (参见 图 1-13 ). 


正八 面体 和 正六 面体 是 相互 对 偶 的 。 由 于 旋转 对 称 将 重心 映 成 重 
心 ， 所 以 正八 面体 的 旋转 对 称 与 正六 面体 的 旋转 对 称 相 同 ， 它 共有 23 
个 不 同 的 旋转 对 称 。 故 正八 面体 的 对 称 度 为 47. 


正二 十 面体 有 20 个 面 ， 30 个 棱 和 12 个 顶点 。 它 可 以 以 每 对 对 顶 
点 的 连 线 为 轴 旋 转 72” ， 144? ， 216” 和 288"” ， 而 将 正二 十 面体 变 
成 自己 . 这 样 的 旋转 对 称 有 24 个 . 也 可 以 以 每 对 对 面 的 重心 连 线 为 轴 
旋转 120" 和 240”， 而 将 正二 十 面体 变 成 自己 。 这 样 的 旋转 对 称 有 20 
个 . 还 可 以 以 每 对 对 边 的 中 点 连 线 为 轴 旋 转 180” ， 而 保持 上 自己 不 变 . 
这 样 的 旋转 对 称 有 15 个 。 所 以 ， 正 二 十 面体 共有 59 个 不 同 的 旋转 对 
称 (参见 图 1-14 ). 


正 十 二 面体 和 正二 十 面体 是 相互 对 偶 的 . 所 以 ， 它 共有 59 个 不 同 
的 旋转 对 称 。 


设 卫 是 一 个 正 多 面体 .我们 用 痛 来 表示 正 多 边 形 的 边 数 ， 用 来 
表示 从 顶点 出 发 的 楼 的 个 数 . 从 图 1-11 可 见 ， (mm) 可 以 取 到 以 下 的 
数值 (3,3) ? (4 3) ? (3,4) ? (3,5) 和 (5;, 3) 。 
定理 1.7 正 多 面体 只 有 正四 面体 、 正 六 面体 、 正 八 面体 、 正 十 二 面体 
和 正二 十 面体 这 五 种 类 型 , 

证 明 正 多 面体 的 每 个 面 是 一 个 正 mm 边 形 ， 它 的 内 角 为 (mm 一 2)T/mm. 
由 于 每 个 顶点 处 的 锥 面 且 个 这 样 的 角 ， 这 些 角 加 起 来 小 于 2r, 故 


有 
这 样 便 有 
由 冯 和 ?7 的 几何 意义 ,必须 人 宇 3 和 郊 >3. 这 样 , 不 等 式 推出 m<6 
和 7?<6. 如 果 痛 为 4 或 5 则 7 只 能 取 3. 如 果 m=3, 则 由 不 等 式 ， 


风 .可 以 取 3, 4 或 5. 于 是 ， (m,m) 只 能 (3,3) ， (4 3) ， (3,4) ， (3,5) 
和 (5,3) 这 五 种 数值 


习题 IIL1 
1. 求 两 条 平面 直线 4 和 心 满 足 aobaz=iaoia 的 条 件 . 


2. 设 轴 和 吕 分 别 是 绕 Ox 和 O2 点 的 平面 旋转 变换 . 问 : 何 时 办 ea = 
ao 017 


3， 设 /和 《7 为 平面 2 上 的 两 条 直线 . 证 明 : 存在 一 个 平面 等 距 变 换 
4 :了 一 习 ， 使 得 4%D) = 

4. 证 明 : 偶数 个 直线 反射 的 复合 为 旋转 变换 或 平移 变换 . 

5， 设 锐角 三 角形 4BC 的 三 高 4D,， BCF 的 垂 足 分 别 为 疡 妃 和 书 . 
证 明 : 在 4BC 的 所 有 内 接 三 角形 中 ， 三 角形 PPEFP 的 周 长 最 短 . 

6 设 y 换 . 点 己 Q,R， 
使 得 4%P) =%(P), %Q@) = wwQ@),w(R) = ). 证 明 :， 4= 消 . 


6. ie: 点 ， 1 对 任何 Xe 了 z 定义 X' < 了 
满足 OX = XOZ 我 们 称 由 X 一 X' 所 给 出 的 平面 变换 为 位 似 变换 ， 
O 为 位 似 中 心 ， 称 为 位 似 常数 ， 证明: 


1 平面 位 似 变换 是 保定 向 的 变换 ; 
2) 位 似 变换 将 直线 变 成 与 之 平行 的 直线 ; 
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(3) 所 有 以 0 为 位 似 中 心 的 位 似 变换 构成 一 个 交换 的 变换 群 . 
6. 设 少 和 少 为 两 个 空间 等 距 变换 . 设 存 在 不 共 面 的 三 点 已 Q,R,5, 使 
得 %P) =W%(P), 0%Q@) =W(Q@) 0R) =V(R) os) =W%(3). 证 明 ， 风 = 消 
6. 证 明 : 衬 间 等 距 变换 只 有 一 个 不 动 点 O 的 充 要 条 件 是 存在 过 O 
点 的 三 张 平面 2, 2 和 23, 使 得 2in2zn2s = {0}, 并 且 = 2asozao21. 
7. 证 明 : 以 过 定点 O 的 直线 为 旋转 轴 的 所 有 空间 旋转 变换 构成 一 个 
变换 群 . 这 个 变换 群 是 否 可 交换 ? 
8， 设 平面 2, 2>， 2s 过 直线 1. 证明: 存在 唯一 过 ! 的 平面 24, 使 得 
>a o 22 o 1 一 多 3 全 
9. 设 0 为 室 间 本 上 一 点 ，》 为 非 堆 实 数 . 对 任何 X < 莒 ,定义 KE 杰 
满足 OX' = XOX. 我 们 称 由 X 一 X' 所 给 出 的 空间 变换 为 位 似 变换 ， 
称 O 为 位 似 中 心 ， 称 为 位 似 常 数 . 

() 问 : 空间 位 似 变换 是 否 保定 向 ， 何 时 保定 向 ? 

(2) 证 明 : 位 似 变换 将 向 量变 成 向 量 ， 并 保持 两 向 量 间 的 夹 角 不 变 ; 
(3) 证 明 : 所 有 以 oO 为 位 似 中 心 的 位 似 变 换 构成 一 个 交换 的 变换 群 . 
5， 设 平面 等 距 变 换 y 满足 yo = id. 证 明 : 4 或 是 恒 同 变换 ， 或 是 直 

线 反 射 ， 或 是 一 个 中 心 对 称 . 

10. 设 并 和 了 为 空间 中 的 两 个 平面 . 证 明 : 存在 空间 中 的 一 个 等 距 
变换 % : 屯 一 了 ， 使 得 %2) = . 

11. 设 ! 和 《7 为 空间 中 的 两 条 直线 . 证 明 : 存在 空间 中 的 一 个 等 上 距 变 
换 少 :了 下? 一 了 ， 使 得 %D) = 7 

12. 设 了 和 z 为 空间 中 的 两 个 平面 .2 :了 一 引 是 一 个 等 距 映 射 ( 即 
保 距 离 的 一 一 对 应 ). 证 明 : 存在 空间 中 的 一 个 等 距 变换 % :本 一 也 ， 
使 得 少 = p :了 一 习 . 

13， 设 ! 和 《7 为 空间 中 的 两 条 直线 ._ p”: 1 一 /是 一 个 等 距 映 射 . 证 
明 : 存在 空间 中 的 一 个 等 距 变 换 % :到 一 本 ， 使 得 约 = 一 外 

14， 设 下 是 一 个 凸 多 面 形 ， 4 为 下 的 一 个 顶点 。 记 6(4) 为 所 有 以 4 
为 顶点 的 面 在 4 点 处 的 角 的 总 和 (以 弧度 计算 )。 我 们 定义 多 面 形 在 
4 点 处 的 曲率 


K(C4) =27r-6(04)， 
显然 ， 曲 率 越 大 ， 9(4) 越 小 ， 顶 点 4 越 “ 尖 ”。 问 : 
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人 五 种 正 多 面 形 在 顶点 处 的 曲率 各 是 多 少 ? 
他 五 种 正 多 面 形 所 有 顶点 处 的 曲率 之 和 各 是 多 少 ? 


15， 设 下 是 一 个 凸 多 面 形 . 证 明 : 它 在 所 有 顶点 处 的 曲率 之 和 为 4r 。 


82 仿 射 变换 


2.1 仿 射 变 换 诱 导 的 线性 变换 

定义 2.1 设 和 z 为 两 张 平面 ，g :了 一 2 是 一 个 一 一 对 应 ， 
它 将 直线 映 成 直线 ， 我 们 就 称 % 为 平面 仿 射 映射 . 当 忆 = 于 时 ， 我 
们 称 :也 一 民 为 平面 仿 射 变换 ， 

定义 2.2 设 4: 开 :一 正 * 是 空间 的 一 个 变换 ， 它 将 直线 变 成 直线 ， 
我 们 就 称 % 为 空间 仿 射 变换 ， 

由 命题 1.3 和 命题 1.7 知 ， 等 距 变换 是 特殊 的 仿 射 变换 . 

命题 2.1 设 少 : 开 一 2 是 一 个 平面 间 的 仿 射 映射 , 则 人 :一 习 
也 是 一 个 仿 射 映 射 . 
证 明 设 少 : 卫 一 怀 是 一 个 仿 射 映射 ， 它 将 直线 映 成 直线 ， 我 们 需要 
证 明 : 4 也 将 直线 映 成 直线 .我 们 用 反 证 法 . 假如 -将 某 条 线 7 
的 三 点 4, BC' 分 别 对 应 到 不 共 线 的 三 点 4 B, C. 由 于 % 4) = 44， 
0B)= Bo%C)=C 而 % 将 直线 映 成 直线 . 所 以 % 将 两 条 不 同 的 直 
线 4 有 和 4C 均 映 成 直线 / 任 给 Xe 二, 存在 过 X 的 直线 1x 分 别 交 
直线 4B,4C 于 不 同 的 两 点 P,@. 由 于 %P) 和 %QO) 落 在 直线 / 上 ， 
4 将 直线 1x 映 成 直线 WPQ@) =/ 故 内 X) < 六 由 此 得 到 ，%2) C 7 
这 样 ，4 不 是 一 一 对 应 . 矛盾 . 这 说 明 %  : 导 一 习 也 将 直线 映 成 直 


一 久 


命题 2.2 设 4 : E3 BE3 是 一 个 仿 射 变换 ， 则 r1: BE 一 E3 也 是 
一 个 仿 射 变换 . 
证 明 用 反 证 法 ， 设 -: 将 某 条 线 的 三 点 4 BC 分 别 对 应 到 不 
共 线 的 三 点 4 B, C. 设 2 是 相交 直线 4B 和 4C 张 成 的 平面 ， 利 用 
命题 2.1 的 证 明 同样 得 到 4%(Z) C /， 取 直线 1 它 与 平面 仅 交 一 点 
0. 我 们 记 %0) = 1. 则 性 和 凡 有 公共 点 WO). 设 2 是 一 张 含 有 直线 
/ 和 1 的 平面 ， 对 任何 Ye 了 3, 存在 过 了 的 直线 1 分 别 交 1 呈 于 不 
同 的 两 点 玉 8. 由 于 %(PB) < 凡 , 9(S) < 1 且 乡 将 直线 fy 映 成 平面 忆 
上 的 一 条 直线 ， 故 wy) e 忆 . 这 样 ， 我 们 得 到 WE3) c 允 , 这 与 是 
空间 的 变换 相 矛 盾 ， 于是， 扩 -1 也 将 直线 映 成 直线 ， 即 全 ! 也 是 一 个 


由 此 ， 我 们 穿 易 得 到 以 下 的 
推论 2.1 
() 仿 射 变换 将 相交 直线 映 成 相交 直线 ; 


(2) 仿 射 变换 将 平行 的 直线 映 成 平行 的 直线 ; 

(3) 仿 射 变换 将 平行 四 边 形 映 成 平行 四 边 形 ; 

(3) 仿 射 变换 将 平面 映 成 平面; 

() 仿 射 变换 将 相交 平面 映 成 相交 平面 ; 

(5) 仿 射 变换 将 平行 平面 映 成 平行 平面 ; 

(6) 所 有 空间 仿 射 变换 构成 一 个 变换 群 ( 称 为 空间 仿 射 变换 群 )， 
(7) 


7) 平面 上 的 所 有 仿 射 变换 构成 一 个 变换 群 ( 称 为 平面 仿 射 变换 
群 ). 


定义 2.3 设 少 :下 一 下 为 仿 射 变换 . 设 Y 是 也 中 的 所 有 向 量 构 
成 的 空间 ， 对 任何 a s V, 我 们 取 两 点 4, B < 双 , 使 得 a = 43. 我 们 
定义 仿 射 变换 % 所 诱导 的 向 量变 换 级 :V 一 V 为 


我 们 用 同样 的 记号 来 表示 仿 射 变 换 和 它 所 诱导 的 向 量 空 间 的 


设 C,D 为 另外 两 点 ， 满 足 a = G 万 . 由 于 {4, B,C,D} 为 平行 四 
边 形 的 四 个 顶点 ， 则 {g(C4), 兴 瑟 ) 和 CC), 允 D)} 为 平行 四 边 形 的 四 个 顶 
点 ， 故 


44)0B) = 凡 C)0(DD) 
于 是 ， 向 基 变 换 % :Y 一 Y 的 定义 是 合理 的 . 
命题 2.3 仿 射 变换 4 诱导 的 向 量变 换 % :Y 一 Y 满足 以 下 性 质 : 
%(0) =0 ， 并 且 %a) = 0 当 且 仅 当 a= 0; 
ga 十 b) 一 纺 ai) 十 罗 D); 


( 
(2) 
(3) ga 一 b) = ga) 一 罗 b); 
() 
(5) 


人 


4) 对 任何 有 理 数 4 及 ae 叉 有 4%da) = 40%(a). 


5) 对 任何 非 零 实 数 >， 存 在 唯一 非 零 实数 人， 使 得 对 任何 向 基 a ， 
恒 有 尺 Aa) = Ag(a)， 
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证 明 (1 由 定义 ， 有 %0) = 0004) = 0. 如 果 a= 4 
使 得 wa) = 0, 则 有 WUB) = 0 ， 所 以 %4) = 4B). 因为 少 是 一 
个 变换 故 4=, 即 a=0. 

(2) 取 空 间 中 三 点 4,B,C ecEs ， 使 得 a= 4 乳 和 b = 瑟 C. 由 定 
义 ， 有 


g(4B+BO = 内 4O = 办 OOC 三 WOB) 十 以 B)OC)， 
故 Wa +Db) = gla) + Wib). 于 是 对 任何 正 整 数 由 有 Wima) = mgla)， 
(3) 由 性 质 (2) 得 到 wa-b)+eob) = ga) , 故 4%(a-b) = Wa) 一 %b). 
a=0 时 , 得 到 4%-b) = 一 %b). 于 是 对 任何 整数 双 有 %mal) = 
700(a). 
(4 设 g=mjm， 其 中 冯 和 7 为 整数 ， 且 允 夭 0. 因为 ga) = 
g(n(a/m)) = mb(a/m), 所 以 ga/m) = gaj/m. 故 有 


Wda) = ga/m) 一 70a/m) 一 TOa)/m 二 40(a 


(5) 任 给 一 个 非 零 实 数 \， 取 空间 中 的 一 个 非 零 向 基 a = = 04. 令 
Xa = 04 ， 则 O ， 4 和 4' 三 点 共 线 .因为 是 一 个 仿 射 变换 ， 所 
以 WO) ， 4(4) 和 4(4') 也 三 点 共 线 .于 是 存在 非 零 实数 / ， 使 得 
% OO4) 一 LO)94) ， 即 &Aa) = Ha): 设 口 是 与 a 不 共 线 的 一 
个 向 量 . 令 b= 0 和 Xb == OB 


图 21 
因为 两 直线 44' 和 BB' 平行 ，% 为 仿 射 变换 ， 所 以 直线 %(4)4(4) 与 
4(B)%(B') 也 平行 (参见 图 21), 并 且 也 有 %O)oB'O) = HOC(O)O(B) ， 
即 %Ab) = Ubb). 若 评 是 一 个 与 a 共 线 的 非 零 向 量 ， 由 于 坯 与 b 不 
共 线 ， 同 理由 入 Ab) = U%(b) 可 以 推出 WAa) = An0(a). 于 是 ， 对 任何 
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非 零 向 量 b ， 有 %(Ab) = H%(b). 因为 %b) 入 0， 史 由 入 所 唯一 确 
定 ， 显 然 ， 等 式 WAb) = HUb(b) 对 入 =0 或 b=0 也 自然 成 立 ， 故 性 
质 (5) 成 立 . 
定理 2.1 设 :了 ?一 了 3 是 一 个 仿 射 变换 ， 则 % 诱导 的 向 量变 
换 4%:VY 一 V 为 线性 变换 ， 即 对 任何 Xe 了 和 向 量 abeY 均 有 
g(Xa 十 WUb) = X%(a) 十 HAO(b). 
证 明 由 命题 2.2 的 性 质 (5) 知 ， 对 任何 非 零 实数 和 ， 存 在 唯一 非 零 
实数 /人 ， 使 得 对 任何 向 量 a ， 恒 有 %(Xa) = Hp%(a). 如 果 入 > 0, 则 对 
V》, 存在 非 零 实 数 ” , 使 得 对 任何 非 零 向 量 a , 均 有 %(V》a) = vb(a). 
由 此 得 到 


g(Xa) = %(VA(VAa)) = vb(VXa) = z2d(a. 


于 是 我 们 知道 ,如果 入 > 0, 则 它 所 对 应 的 人 > 0. 由 & 一 Xa)) = 一 AUg(a) 
知 ， 如 果 入 < 0 ， 则 它 对 应 的 < 0. 这 样 我 们 总 有 AL > 0. 以 下 我 们 
用 反 证 法 证 明 :; 入 = 人 若 不 然 ， 则 存在 一 个 有 理 数 9 ， 使 得 入- 9 和 
4 一 4 异 号 ， 这 时 ， 利 用 命 古 1.13 的 性 质 (iv) 有 


以 (入 一 g)a) = 罗 Aa) 一 g0(a) 一 (4 一 9)%(a)， 
但 这 时 却 有 (入 -9 一 9) < 0 ， 我 们 得 到 一 个 矛盾 .这样 我 们 证 明 
了 ， 对 任何 非 零 实数 和 非 零 向 量 a ， 恒 有 %(Aa) = AX%(a). 于 是 ， 对 
任何 NAE 玉 和 向 量 abesyY， 均 有 


4(Aa 十 Nb) = 罗 LAa) 十 罗 HUb) = X9(a) 十 HOUb)， 


定义 2.4 设 4: 忆 一 开 为 平面 仿 射 映射 设 Vz 和 Vzr' 分 别 是 
平面 和 了 z 上 的 所 有 向 基 构 成 的 空间 ， 对 任何 a e Vyr, 我 们 取 两 
点 4, 忆 ez 有 a = 48. 我 们 定义 仿 射 变换 所 诱导 的 向 量变 换 
:VD 一 Vr 7 


同样 ， 这 个 定义 是 合理 的 . 
与 空间 仿 射 变换 的 情形 一 样 ， 我 们 有 


定理 2.2 设 风 : 一 怀 是 一 个 仿 射 映射 ， 则 少 诱导 的 向 量变 换 
4 :yz 一 yz' 为 线性 变换 ， 即 对 任何 As 了 和 向 量 ab syY 均 有 
ga 二 Hb) = Ag(a) 十 HOCD) 
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2.2 仿 射 变换 的 不 变量 


定理 2.3 仿 射 映射 或 变换 将 共 线 的 三 点 变 成 共 线 的 三 点 ， 并 保持 
分 比 不 变 . 
证 明 设 4, 巨 和 C 为 共 线 三 点 .因为 仿 射 变换 将 直线 变 成 直线 ， 
所 以 % 4), %(B) 和 (CI) 也 是 共 线 的 三 点 . 设 4, 已 和 C 三 点 的 分 比 
(4,B;C) = 入 ， 则 有 4C = ACEB. 于 是 ， 由 定理 2.1 或 定理 2.2 知 


g4)WC) = %4C) = Ag(CDB) = 入 WC)ACB). 

故 4), %B) 和 以 C) 三 点 的 分 比 也 是 入 . 
命题 2.4 如 果 仿 射 变换 几 有 两 个 不 动 点 4 和 刀 , 则 4 保持 直线 

4B 上 的 所 有 点 不 动 , 

证 明 设 C 为 直线 4B 上 蜡 于 巨 的 点 ,上 且 4C = 入 C 瑟 由 定理 

2.2 知 W4)WC) = AgCJoB).， 因为 %4) = 4 和 WB) = 盛 所 以 

4%(C) = A%(C)B. 由 此 得 到 


4C+CwC) = 入 WCJC+A 和 ACE. 


故人 +A4C)C=0. 由 于 C 关 已 所 以 和 ++1 关 0, 故 %C) =C 


命题 2.5 如 果 仿 射 变换 少 有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 4 妃 和 C, 则 v 
保持 此 三 点 所 确定 的 平面 盖 上 的 所 有 点 不 动 . 
证 明 设 仿 射 变换 4 : 隐 一 下 有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 4 巨 和 C, 则 
由 命题 2.3 知 ， 少 保持 三 直线 4B, BC 和 4 上 的 所 有 点 不 动 . 现 设 
和 是 4 已 和 C 所 确定 平面 己 上 的 任 一 点 . 过 X 且 在 平面 并 上 的 一 
直线 ! 必 与 三 直线 4B, BC 和 4 交 两 点 已 和 Q@. 由 于 已 和 Q@ 是 4 
人 故 由 命题 2.3 知 ，! 上 的 所 有 点 不 动 , 于 是 X 也 是 少 的 不 


命题 2.6 如 果 仿 射 变换 % : 了 一 E3 有 四 个 不 共 面 的 不 动 点 4, 已 ， 
C 和 呈 , 则 4 必 为 恒 同 变换 . 
证 明 设 2 >, 2s 和 24 为 {4, 忆 ,CD 四 点 所 构成 的 四 面体 的 四 
个 面 . 因为 每 个 面 均 有 4 的 三 个 不 共 线 的 不 动 点 ， 所 有 四 个 面 上 的 所 
有 点 为 几 的 不 动 点 . 现 设 X 是 空间 中 的 任意 一 点 ， 则 过 X 的 直线 / 
至 少 与 四 面体 的 面 交 于 两 点 己 和 @. 由 于 已 和 Q@ 是 的 不 动 点 由 
命题 2.3 知 ，! 上 的 所 有 点 均 是 % 的 不 动 点 . 故 X 是 的 不 动 点 . 
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定理 2.4 任 给 空间 中 两 组 不 共 面 的 四 点 {4, BC DT 和 {144 BC D， 
存在 唯一 一 个 仿 射 变换 少 : 严 一 允 ,使 得 


4 4) =4,， 9B)= 忆 oOC)=C，o%D)= 呈 . 


证 明 先 证 存在 性 . 设 {4,B, CD 和 {4 ,BC DT 是 两 组 不 共 面 的 
四 点 ， 则 

{24 甩 ,4C, 4} 是 空间 中 不 共 面 的 向 量 . 于 是 ,对 任何 Pe 到 , 存在 唯 
一 实数 > y 和 z, 使 得 


4P=7z4+4C+z4C. (2.2.1) 
我 们 定义 4 P) es 亚 ? 是 满足 以 下 方程 的 唯一 点 : 
49%(P) =z4B' +TW4C +z4C' (2.2.2) 
任 给 PE 允 ?, 存 在 唯一 (z,y 2) 满足 
汪 忆 =z4B 上 +W4C 上 >4C' (2.2.3) 


将 此 (z 多 2 代入 (2.2.0 右边 ， 则 存在 唯一 P < 到 满足 (2.2.1), 由 
4P) 的 定义 和 (2.2.3) 我 们 得 到 WP) = PP， 故 g : B3 一 了 3 是 
一 个 空间 变换 ， 0 4 点 对 应 (2.2.0) 中 的 (z, 思 ] = (0,0,0) ， 由 
(2.22) 知 4g( = 0， 故 44) = 水 因为 妃 对 应 (2.2.1) 中 的 
(ya = (0,0) ， 相 (2.2.2) 知 4W 一 4 故 %(B) = B'. 同 理 
得 到 4%(C) = CC 和 4D) = 也. 这 样 ，4:E3 一 下? 是 一 个 空间 变换 ， 
它 将 {4, B,C, D} 分 别 映 成 {4, BC D' 

以 下 还 需 证 明 ， 4 : Ba -BE3 将 共 线 三 点 映 成 共 线 的 三 点 . 设 已 
Q 和 尺 是 共 线 的 三 点 ， 则 存在 te 及 使 得 


4 下 = t+ 一 D4R. 


现 设 


4P=214BP+WA4C+24C，4Q = za24 甩 +V4C + 224C. 
则 有 
一 一 


一 一 一 一 一 一 
414-= (aa+bo) 了 万 +-DoaG+ta+G-bz)aC. 
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由 定义 得 到 


胡 页 责 = (zi 十 (1 古寺 (二 二 (的 ) 克 CH 二 Da) 不 C/ 


一 t(Z14 瑟 ' 十 .42C7 加 加 214C0) 十 (1 四 (Z14 已 人 .42C/ 十 214C) 
=t4WP)+G 一 沪 和 4 和 G)， 
故 允 忆 ), 凡 Q) 和 引 局 ) 也 共 线 . 


以 下 证 明 唯 一 性 . 如 果 罗 : 柜 : ”是 一 个 仿 射 变 换 ， er 
{4,B,C,D} 分 别 映 成 Be 令 o=zof 
则 vs 是 一 个 仿 射 变 换 ， 它 以 不 共 面 的 四 点 {4, B,C, 也 } SR 由 
命题 2.5 知 ， 5 为 恒 同 映射 . 故人 = 内 唯一 性 成 立 ， 

参照 定理 2.4 的 证 明 ， 容 易 得 到 

定理 2.5 任 给 平面 马 和 Z 上 不 共 线 的 三 点 {4,B, CT 和 {14, BC 
存在 唯一 一 个 仿 射 映射 % :研一 2 使 得 


4g4) =4，9%BDB)= 已 ，WC)=C 


定义 2.5 设 M 和 M' 是 平面 (或 空间 ) 中 的 两 个 图 形 ， 如 果 存 在 
平面 (或 空间 ) 的 仿 射 变换 4%, 使 得 %2M) = 我们 称 图 形 M 和 7 
是 仿 射 等 价 的 . 

推论 2.2 

() 平面 上 任意 两 个 三 角形 仿 射 等 价 ; 
(2) 空间 中 任意 两 个 四 面体 仿 射 等 价 . 


定义 2.6 设 4: 匹 一 卫 是 一 个 仿 射 变换 ， 它 诱导 向 量 空间 的 线性 
映射 %:Y 一 V. 任 取 驻 中 的 = 旨 {et ez,es}, 我 们 定义 仿 射 变换 少 
的 仿 射 常 数 C(o) 为 


C(J 三 [%(el)， ge2)， dg(e3)] 
[el, ea, e3] 
定理 2.6 仿 射 变换 % 的 仿 射 常数 C(g) 的 与 {etez,es} 的 选取 无 
关 ， 并 对 任何 两 个 仿 射 变换 办 多 :到 一 本 ,有 Co 力 =C( 信 C() 
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证 明 设 {ete2,e3} 是 向 量 空 间 的 另 一 组 基 . 则 存在 实数 {ai; bi czp1S 


1 和 3} 使 得 


天 
El 三 Q1E1TQ2c2 十 Q3E3， 


/ 
Co2 一 b1el D2e2 03e3， 


二 
因为 %:Y 一 YV 为 线性 变换 ， 所 以 有 
gei) = alg(el) 二 azg(ez) 十 ages)， 
We?) = %(el) 十 2%(ez) 十 039(e3)， 
ge3) = clg(el) 十 cag(ez) 十 cag(es)， 
由 向 基体 积 的 性 质 直 接 计算 ， 得 到 


CQ1 0 C1 
[ea， e9， e3] 一 [el, ez,e3] 


al 0 cl 


Qa3 03 c3 


[el ge2) Wes) [en ge) ges)] 
[ee9，eg3] [el ez, es] 
故 仿 射 常数 C(g) 的 与 {el,ez,es} 的 选取 无 关 . 
令 {eie9eg} = {V(el),W(ea),wes)} 则 有 
[o(V(el)) OO(ez)),0D(es)]] 


[el， C2， ea 


Cgo 巧 = 


[el e9，e3] [el, ez,es] 


<“ D2 | 


三 6 人 Je 三 GOG 


以 下 我 们 给 出 仿 射 常数 C(y 儿 的 下 何 意义 ， 由 定义 和 向 基体 积 的 几 


何 意义 知 ，C(g) > 0 当 且 仅 当 % : 隐 一 
它 将 右手 系 标 架 映 成 右手 系 标 架 ;， 而 cl ) <0 当 且 仅 当 4: 


-一 


3 


是 一 个 保定 向 的 变换 ， 即 


73 


是 一 个 反 定 向 的 变换 ， 即 它 将 右手 系 标 架 了 映 成 左手 系 标 架 ， 以 下 我 们 


解释 |C(O)| 的 含义 ， 
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设 仿 射 变换 4 : 严 一 严 将 空间 中 一 个 封闭 的 容器 9 映 成 令 一 个 
封闭 的 容 吉 9 = 4%5)( 人 参见 图 2-2). 


图 22 
为 了 计算 容器 5 的 体积 ， 我 们 取 许 多 长 度 为 1/m 的 小 方块 cv 尽 
可 能 地 释放 到 容器 中 ， 直 到 放 不 下 为 止 . 这 时 ， 所 有 小 方块 的 体积 总 
和 全 与 容器 9 的 体积 了 将 非常 接近 更 准确 地 说 ， 我 们 可 以 使 得 
limnn oo 5， = TY 因为 仿 射 变换 g 将 3 中 的 每 个 小 方块 cn 映 成 容器 8/ 
中 的 小 平行 六 面体 o = %(cn). 设 小 方块 cm 是 由 三 个 向 量 {fel,ez,es} 
所 构成 的 ， 则 co 是 由 向 量 {b(el),%(ea),%(es)} 所 构成 的 ， 因 为 


[gei) 纺 ez) ,9%es 吕 


|[el， C2， e3| 


所 以 cn 的 体积 和 cn 之 间 的 体积 比 为 仿 射 常数 Co 即 lou| = ICCo)llcn|. 
故 容器 3' 中 所 有 小 平行 六 面体 的 体积 总 和 人 = 1C(O 罗 | 全 :这 样 容器 
3 的 体积 六 =1C(IY. 于 是 ， 我 们 证 明了 以 下 的 

定理 2.7 设 仿 射 变换 % : 杰 一 隐 : 将 空间 中 的 一 个 容器 9 映 成 另 
一 个 容器 9 , 则 3 与 9 的 体积 六 /站 是 常数 |C(9, 它 与 容器 3 的 
选取 无 关 . 


ICCo)| = 


) 


习题 II-2 
1 平面 上 两 组 共 线 三 点 {4, BC) 和 {4', BC 仿 射 等 价 ， 当 上 且 仅 当 
(4,B;C) = (4 B4 CI) 
1， 设 半 和 是 空间 中 的 两 张 平面 . 如果 % : 一 ?是 一 个 一 一 对 
应 , 它 将 了 中 的 直线 映 成 尽 中 的 直线 , 我 们 就 称 % 为 平面 卫 到 平面 习 
的 仿 射 映射 ， 证 明 ， 任 给 平面 3 上 的 不 共 线 三 点 {4,B,C} 和 了 上 的 
不 共 线 三 点 4, BC 小, 存在 唯一 仿 射 映射 :了 一 2 使 得 %(4) = 
o(B)= B 和 WO)=C/ 
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1 设 4 :了 一 卫 是 平面 上 的 一 个 仿 射 变换 ， 任 取向 量 空 间 y 中 的 一 组 
基 {etez,es}, 使 得 {fetez} 落 在 平面 上 . 我 们 定义 平面 仿 射 变换 4 的 仿 
C 的 -区 计 全 全 
证 明 ， C(g) 的 定义 与 这 种 基 {el,e>,es} 的 选取 无 关 ， 并 对 任何 两 个 平 

面 仿 射 变换 四 消 :了 一 2 有 CooW 轨 一 CO)C()， 

1， 设 平面 仿 射 变 换 % : 卫 一 将 平面 上 的 一 个 有 限 区 域 忆 映 成 另 一 
个 有 限 区 域 刀 , 则 疡 与 忆 的 面积 比 |D'HMIDI 是 常数 IC(g), 它 与 有 限 
区 域 了 无关. 
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83 仿 射 变换 和 等 距 变换 的 坐标 表示 


3.1 仿 射 变换 的 坐标 表示 
定义 3.1 设 O 是 空间 中 的 一 点 ，{el,ez,es} 是 向 量 空 间 y 的 一 组 
基 . 我 们 称 {O; el,ez,es} 为 空间 中 的 一 个 仿 射 坐标 系 〈 仿 射 标 架 ). 
定理 3.1 设 {O; el,ez,es} 为 空间 中 的 一 个 仿 射 坐标 系 ， 4 :了 一 
3 是 一 个 仿 射 变换 ， 则 {%(O);g%(et),g(ez),g%(es)} 也 是 空间 的 一 个 
仿 射 坐标 系 ; 反之 ， 任 给 空间 中 的 两 个 仿 射 坐标 系 {Oi el ez,es} 和 
{945e0e9, 69} 存在 唯一 的 仿 射 变换 % : 了 3 一 区 3 它 将 {Oi el ez,e3s} 
上 映 成 {O'4; ed e2,e3] 
证 明 设 {Oiel,ez,es} 为 空间 中 的 一 个 仿 射 坐标 系 ， % :下 是 
一 个 仿 射 变换 . 由 于 {b(el),%(ez),%(es)} 也 是 向 量 空 间 Y 的 一 组 基 ， 
故 {6(O); bei),%ez),o%es)} 也 是 空间 的 一 个 仿 射 坐标 系 . 
反之 ， 设 {O; elez,es} 和 {O'4 e1,e9,e3} 为 空间 中 的 两 个 仿 射 坐标 
系 . 则 存在 唯一 两 组 不 共 面 的 四 点 {2C,4,B,C} 和 {24 4 BC 小 使 
得 
el 王 O4，eo = OPB，ea = OC， 必 二 OIL 动 皇 夯 香 成 三 永 B. 


由 定理 2.4 知 ， 存 在 唯一 仿 射 变换 4 : 瑟 一 马 ， 它 将 {O, 4,B,C} 分 
别 映 成 {O 4, BC 故 有 


WO) =O， gel) =el，Wez) = e2，0(es) = e3， 


我 们 在 空间 中 取 定 一 个 坐标 系 {Oi et ez,e}. 则 任 给 PE , 存在 
唯一 的 三 元 数组 (z,y 2), 使 得 


我 们 称 (z,% 2 为 王 点 在 坐标 系 {Oi et ez,es} 下 的 坐标 显然， 空间 
中 的 点 和 点 的 坐标 是 一 一 对 应 的 . 

设 % : 本 一 了? 是 一 个 仿 射 变换 则 它 诱 导向 量 空间 的 线性 变换 
多 : 允 一 V. 因为 {%ei), gea),%es)} 也 是 Y 的 一 组 基 ， 我 们 可 以 找到 
实数 {aij}, 使 得 


CD 


3 


一 


一 一 
OP = Zel 十 Vez 十 ze3 = (elie2,e3) 


RN SS 


g(el) = allel 十 a21e2 十 03163j 
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(ez) 二 Q12E1 下 Q226E2 下 Q32C3) 


dg(es) = alsel 十 a23e2 十 03363. 


为 了 方便 起 见 ， 我 们 将 上 式 写 成 矩阵 的 乘积 形式 ; 


Q31  Q32 033 


Q11  Q12  Q13 
(%(el), gez),%(es)) = (el,e2,e3) 区 Q22 柯 (3.1.1) 


设 久 O) 对 应 的 坐标 为 (ct ca, ca) 任 取 一 点 书 , 它 的 又 标 为 (2, 沪 2 
我 们 记 4%(P) 的 仅 标 为 zy) 则 有 


2/ C1 
Oo%(P) = (elezes) | O0O) = (eezes)| cz | . 
2 C3 


由 于 4 :Y 一 Y 为 线性 变换 ， 我 们 有 


4(OD) = gzZel 十 Vez 十 ze3) = 2Z0(el) 十 y0ez) 十 20(es) 


Q11  Q12 13 化 
一 (el e2,6e3) Q21  Qw22 0Q23 2 | . 
Q31  Q32 033 包 


OOUP =0OIOP)+OOO) =wOP)+OOO)， 
通过 比较 el cz 和 es 的 系数 ， 我 们 得 到 


江 Q11 Cl12 QQ13 化 C1 
办 |=|aai azz ao2s | 二 | cz |. (3.1.2) 
玉 CQ31  Q32  Q33 之 C3 


于 是 , 仿 射 变换 少将 坐标 为 (z, y, 2) 的 点 映 成 坐标 为 (zy ,>) 的 点 ， 
导 2) 给 出 这 两 个 坐标 之 间 的 关系 式 ， 我 们 称 (3.1.2) 为 仿 射 变换 % : 
2 一 下 在 仿 射 坐标 系 {Oi et,ez,e3} 下 的 坐标 表示 . 


我 们 记 


民 娄 - al1 al2  Q13 C1 
太一 2 ) 9(X) 一 1 ) 4 一 CQ21 CQ22 CQ23 ) C 一 人 
色 Q31  Q32 0Q33 C3 


二 《0(el), 0e2), ges)) | 


RN SS SS 


因为 


由 (3.1) 知 ， 


QI1 CQ12 413 
Q21 CQ22 423 
Q31  Q32 433 


其 中 |4| 是 矩阵 4 的 行列 式 ， 由 此 推出 ， 仿 射 变换 4 的 体积 比 为 
[olel), oez),o(es)] 加 14|. 


CE1,，C2， e3] 


一 [el， C2， esl]|4|， 


[bel), wez),%(es)] = [elea,es] 


Cg) = 


因为 仿 射 变换 的 体积 比 C(W) 关 0, 由 乞 阵 理论 知 ， 移 阵 4 是 可 逆 抢 
阵 ， 于 是 ， 仿 射 变 换 % : 了 @? 一 3 在 仿 射 坐 标 系 {O; el ez,e3} 下 可 表 
成 


bg(X) 一 4X 二 COC， 

其 中 4 是 一 个 可 逆 抢 阵 . 

反之 ， 给 定 一 个 可 道 抢 阵 4 和 常数 组 (cl, cz, cs), 我 们 定义 映射 必 : 
3 一 下 3 它 将 坐标 为 和 的 点 已 , 映 成 坐标 为 4X+C 的 点 WP). 对 下 
中 的 任意 一 点 乙 , 它 的 坐标 为 X, 我 们 通过 解 线 性 方程 4X+C = 飞 /， 
求 得 唯一 的 坐标 为 区 = 4710X/ -CC) 的 点 书 , 使 得 WP) = P'.， 这 
样 % : 了 3 一 隐 3 是 一 一 对 应 现 设 { 忆 @,BR} 三 点 共 线 ， 它 们 对 应 的 
坐标 分 别 是 {X, 六 2 则 存在 +e 玉 , 使 得 32 =1 友 +(1=- 为 YY 因 
为 {10(P) ,AQG),%(B)} 的 仅 标 分 别 是 X =4X+C 只 =47+C 和 

=423+C, 所 以 有 


2 =47+C=4LX+(L 一 力也 十 C 


CD 


=t4XT+TOCI)+(L 瑟 (47TO)=1 友 十 ( 代 一 力 7 
故 {%(P)%G@) ,4 BR)} 也 三 点 共 线 . 这 样 , 由 坐标 映射 X 一 X = 4XT 二 
C 给 出 点 的 变换 4 : 严 : 一 耻 ” 将 直线 映 成 直线 ， 为 仿 射 变换 . 
综 上 所 述 ， 我 们 得 到 
定理 3.2 取 定 仿 射 坐 标 系 {Oi et, ez,e3}.， 则 空间 中 的 任何 一 个 仿 
射 变换 4 :到 一 下 有 坐标 表示 


并 

化 Q11 Cl12  Q13 化 C1 
/ 

4 | 三 |a2l az a23 yj| 二 1|1cz |， 
1 

儿 CQ31  Q32  Q33 包 C3 
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QI1 CQ12 413 C1 
其 中 4= |oa2i az oa2s | 的 行列 式 非 零 ，C = | cz | 是 党 数组， 而 
Qw31  Q32 433 C3 


乡 将 坐标 为 (z,y 2) 的 点 映 成 坐标 为 (zy ,>) 的 点 . 


定义 3.2 设 O 是 平面 习 中 的 一 点 ， {elez} 是 向 量 空 间 yz 的 一 
组 基 ， 我 们 称 {Oi et, ez?} 为 空间 中 的 一 个 仿 射 坐标 系 〈 仿 射 标 架 )， 


由 定理 2.5 我 们 可 以 得 到 

定理 3.3 设 {Oi etez} 为 空间 中 的 一 个 仿 射 坐标 系 ，d :了 一 了 是 
一 个 两 个 平面 间 的 仿 射 映射 , 则 {%(O); el), gez)} 是 平面 2 上 的 一 
个 仿 射 坐标 系 ; 反之 , 任 给 平面 了 和 了 怀 上 的 两 个 仿 射 坐标 系 {O; el, ez} 
和 {O'4 ee9}, 存在 唯一 的 仿 射 映射 少 : 卫 一 了 它 将 {Oi et,ez} 映 成 
{O'4 ef e9 上 . 

取 定 平面 2 上 的 一 个 仿 射 坐标 系 . 则 给 P e 严 ?, 存在 唯一 的 数 对 
(z, 29, 使 得 


OP 一 0el 十 Ves = (el,e2) 四 
我 们 称 (z,y) 为 卫 点 在 坐标 系 {Oi et,ez} 下 的 坐标 . 显然 ,平面 二 中 
的 点 和 点 的 坐标 是 一 一 对 应 的 . 同 理 可 证 ， 


定理 3.4 在 平面 上 取 定 仿 射 坐标 系 {Oi et ez?}. 则 任何 一 个 仿 
射 变换 几 : 世 一 怀 有 坐标 表示 


网 -全 翅 世 + 加 
2 Q21 0Q22 2 C2 
其 中 扼 阵 4= 【人 人 ) 的 行列 起 非 蛇 ，C = (2 ) 是 一 个 各 数组 
21 ”422 C2 
3.2 等 距 变换 的 坐标 表示 


定义 3.3 设 O 是 空间 中 一 点 ，{el,ez,es} 是 向 量 空 间 Y 的 一 个 单 
位 正 交 标 染 . 我们 称 {Oi et ez,es} 为 空间 中 的 一 个 单位 正 交 坐标 系 . 


由 定义 知 ， {et ez,es} 是 单位 正 交 标 架 当 且 仅 当 


el 1 0 0 
已 学 . (el,e2)e3) 一 了 了 二 0 1 0 ) 
E3 0 0 1 
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其 中 ， 等 式 左边 可 以 理解 为 3x1l 和 抢 阵 和 1x3 和 抢 阵 的 乘积 ， 只 是 元 素 
ei 和 ej ee 


设 4 :本 一 下 是 一 个 等 距 变换 .因为 少将 直线 映 成 直线 ， 所 以 4 
也 是 一 个 仿 射 变 0 g 间 的 一 个 线性 变换 :V 一 允 . 


定理 3.5 设 %: 是 一 个 等 距 变 换 . 则 它 诱导 的 线性 变换 
0: 太一 六 使 得 对 应 任何 aa beV， 有 


g(al| = |al，%(a) .gb) = a.b. 
由 于 乡 保持 了 中 任意 两 点 的 中 离 不 变 ， 故 对 任何 a = PG eV 


人 4 
Co 


ldajl= 4EG=IoP)%GJ= deP,wG)) = daPG@)=1EG|= 四 
由 网 :站 一 V 的 线性 性 得 到 


ga .gb) = 了 (da + blgla 一 吕 


1 
= 了 Ida+bp 一 la 一 bl)=a'b. 


定理 3.6 设 {O; et ez,es} 为 空间 中 的 一 个 单位 正 交 标 架 ，% : 到 一 
”是 一 个 等 距 变 换 ， 则 好 人 );%(ei), gea), ges)} 也 是 空间 的 一 个 单 
位 正 交 标 架 ; 反之 ， 任 给 空间 中 的 两 个 单位 正 交 标 架 {O; el,ez,es} 和 
{O5 ee2, es 存在 唯一 的 等 距 变 换  : 隐 : 一 2 它 将 {Oi et ez,es} 
映 成 {O'; e4,e2,e9 上 
证 明 由 和 定理 3.5 知 ， 如 果 {Oi etez,es} 为 空间 中 的 一 个 单位 正 交 标 
架 ， 则 {o(e), 和 ez), ges)} 也 是 一 个 单位 正 交 标 架 . 


反之 , 由 定理 3.1 知 , 任 给 空间 中 的 两 个 单位 正 交 标 架 {Oi el, ez,e3} 
和 {O5; ee e9} 存在 唯一 一 个 仿 射 变换 4: 开 " 一 李 , 使 得 


%(O) = OO，d(el)=e1，g(ea) = 的，g(es) = 的 . 


以 下 证 明 % 是 一 个 等 距 变 换 . 任 取 已 Q <E3, 记 EG = zel +yea+zea， 
则 由 4:Y 一 Y 的 线性 性 得 到 


g(P)0%(Q@) = 0%PQ) = zei 十 ye2 十 ze9. 


CD 
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因为 {O; el ez,es} 和 {O' ee2,e9} 均 为 单位 正 交 标 架 ， 故 有 
dg(P),WQ)) = |%EG)|= Vz 十 妈 上 + 如 =|1PGI = wdPO9). 
这 样 ， 4 :E3 一 了 3 为 等 距 变换 . 


现 设 {el,ez,es} 是 空间 中 一 个 单位 正 交 标 架 ， 4 : 了 一 3 是 一 个 
等 距 变换 ， 则 {b(ei),%(ez),%(es)} 也 是 一 个 单位 正 交 标 架 ,我们 记 


(Oen ,ez), ges)) = (el,ez,es)4， 
其 中 4 是 一 个 3 x 3 和 矩阵. 通过 对 上 述 矩 阵 乘 积 作 转 置 运算 ， 得 到 


昌 
ge) | =4 ez |， 
ge3) e3 


其 中 ， 人 和 4 是 4 的 转 置 矩阵 ， 于是， {b(et), gea),%(es)} 也 为 单位 正 
交 基 ， 当 且 仅 当 


g(el) el 
了 二 [和 | :(g(el),g(ez), ges)) 44 四 (eleaealj4= 47T4= 44. 
(es) e3 


这 样 4 是 满足 44 = 了 工 的 矩阵 ， 称 为 正 交 和 抑 阵 . 由 4 4 = 开 推出 
水 = 4- 进而 得 到 44' = 工 
由 以 上 讨论 和 和 定理 3.2, 我 们 得 到 


到 。 3.7 人 {Oi et ez,es}. 则 空间 中 的 任何 一 个 等 
变换 4 : 3 有 坐标 表示 


/ 

人 Q11 Ql2  Q13 化 C1 
/ 

4 | 三 |a2l az a23 yy | 十 |cz |， 
/ 

之 Q31  Q32  Q33 儿 C3 


Q11 Ql12  Q13 C1 
其 中 4 = 区 CQ22 赔 为 正 交 和 拖 阵 ， C 三 四 是 党 数组 ， 而 
Q31 Q32 0Q33 C3 
将 坐标 为 (z,y 2) 的 点 映 成 坐标 为 (zy 2) 的 点 ， 
通常 ， 我 们 称 0O(3) = {4 1 44' = 刀 为 3 阶 正 交 群 , 称 950(3) = 
{4144' = 盖 4 = 1 为 3 阶 旋转 群 . 


上: 
Co 
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定义 3.4 设 O 是 平面 上 一 点 ，{eluez} 是 平面 上 相互 正 交 的 两 
个 向 量 . 我 们 称 {Oi et, ez} 为 平面 上 的 一 个 单位 正 交 标 架 . 


设 忆 为 平面 ,在 平面 上 取 定 单位 正 交 坐标 系 {O; el,e?}. 同样 我 们 
可 以 证 明 : 空间 中 的 任何 一 个 等 距 变 换 思 : 民 一 工 可 唯一 表 成 


人 
2 Q21 “022 2/ c2/ 
其 中 4= 所 .| 是 一 个 2 阶 正 交 和 矩阵 ， C = 加 是 一 个 常数 
Q21 022 C2 

组 . 

由 于 4 满足 44' = 开 我 们 有 

af 十 ad12 三 |， a21 千 a22 一 1，alla2l 十 a2la22 一 0. (3.2.1) 

取 实 数 0 使 得 (aiil, ai?) = (cosg,sin0), 则 由 (3.2.1) 可 得 到 (azl, azz) = 
(--sinbcosb, 其 中 == 士 1. 故 有 


CoSO Sin 0 
二 E | ，E=|4| = 士 1. (3.2.2) 


这 样 我 们 有 
定理 3.8 设 为 平面 ,在 平面 上 取 定 单位 正 交 坐标 系 {Oi el,e?}. 
则 平面 上 的 每 个 等 距 变 换 少 : 忆 一 并 有 坐标 表示 


ZN _ 1 cos0 sn 1z 三 梨 
/ \-ssin0 scos0/\V 和 


其 中 =s=1(s=-1 ) 表 示 少 是 保定 向 ( 反 定 向 ) 的 等 距 变换 ，0 是 
gei) 和 el 之 间 的 夹 角 ， 而 % 将 坐标 为 (z,9) 的 点 映 成 坐标 为 (zy) 


和 


习题 IIL3 
1， 设 {oieuezj 和 {2'5ei,e} 分 别 为 两 平面 2 和 避 上 两 个 单位 正 


， 存在 唯一 的 等 距 上 映射 :2 一 了 它 将 {oietez} 映 成 
O'; e1,e9. 
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